
A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · ·
am1 am2 · · · amn


¡��� m× n Ý
 (matrix)§Ù¥ aij ¡� A

� (i, j)-��"em = n K A ¡� n ��
"
n = 1 �Ý
Ï~��£m �¤��þ"
m = 1 �Ý
Ï~��£n �¤1�þ"

1



ü�AÏ�Ý
µ
1¤¤k���´"� m×n Ý
§P� 0m×n,

k�{P� 0.

2¤

In =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0

· · ·
0 0 · · · 1

 ,

k��{P� I.

XJü�Ý
�1ê!�ê©O��§¿�

éA������§K¡ü�Ý
´���"

2



$�µ
1¤\{¶
2¤ê¦¶
3¤¦{µ

Cm×p = Am×nBn×p.

cij =

n∑
k=1

aikbkj.

3



�,öS

p.60: 1(3)(4),2(3)(4), 3

4



$�{Kµ
1¤¦{(ÜÆµ

(AB)C = A(BC),

Ù¥ A, B, C ©O´ m× n, n× p, p× q Ý
"
y²µAB � (i, k) ��´

∑n
r=1 airbrk. Ïd(AB)C

� (i, j) ��´
p∑

k=1

(

n∑
r=1

airbrk)ckj =

p∑
k=1

n∑
r=1

airbrkckj.

BC � (k, j) ��´
∑p

r=1 bkrcrj. Ïd A(BC)

�(i, j) ��´
n∑

k=1

aik(

p∑
r=1

bkrcrj) =

n∑
k=1

p∑
r=1

aikbkrcrj.2

2) \{©�Æµ A(B + C) = AB + AC.

3) c(AB) = (cA)B = A(cB).

4) ImA = A, AIn = A.

�
��µ Ak ½Â� k � A �¦È"

5



A�I�5¿�/�µ
1¤AB ��Ø�u BA.

2¤ü��"Ý
�È�U�u"§~Xµ(
0 1

0 0

) (
0 1

0 0

)
=

(
0 0

0 0

)
.

3) AB = AC ØUíÑ B = C.
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Ý
 A �=�P� A′ ½ AT .

5�µ
1) (A′)′ = A.

2) (A + B)′ = A′ + B′.

3) (cA)′ = c(A′).

4) (AB)′ = B′A′.

y²µ� A ´ m×p Ý
§B ´ p×n Ý
"
AB � (i, j)� � ´

∑p
k=1 aikbkj. Ï d (AB)′

�(i, j)��´
∑p

k=1 ajkbki.

B′ � (i, j) ��´ bji. A′ � (i, j) ��´ aji.

Ïd B′A′ � (i, j) ��´
∑p

k=1 bkiajk. 2

7



½½½ÂÂÂ1. e A′ = A, K A ¡�é¡Ý
"e A′ =

−A, K A ¡��é¡£½�é¡¤Ý
"

½½½ÂÂÂ2. XJ��Ý
 A = (aij) ¥��� aij

�´E£¢!�¤ê§KA ¡���E£¢!
�¤Ý
"PA = (aij), ¡� A ��Ý"

8



~µ(p.61:10) y²?� n ��
 A �L«¤
��é¡
Ú���é¡
�Ú"

y²µ-

B =
1

2
(A + A′), C =

1

2
(A− A′).

K

B′ =
1

2
(A′ + A) = B, C ′ =

1

2
(A′ − A) = −C.

Ïd B ´é¡
§ C ´�é¡
"
, A = B + C. 2

9



��µ
p.61: 5,6,8,9,12,15

10



ü ��þµ

e1 =


1

0

0
...

0

 , e2 =


0

1

0
...

0

 , · · · , en =


0

0

0
...

1

 .

� A ´�� m × n Ý
§K Aek �u A �
1 k �"

f1 = (1, 0, 0, . . . , 0), f2 = (0, 1, 0, . . . , 0), . . . , fn = (0, 0, 0, . . . , 1)

��ü 1�þ"
� A ´�� n × p Ý
§K fkA �u A �

1 k 1"

11



é�
µ

D =


d1 0 · · · 0

0 d2 · · · 0

· · ·
0 0 · · · dn

 ,

�P� diag(d1, . . . , dn). ~X diag(1, . . . , 1) Ò
´ In.

� A ´�� n×p Ý
§K DA �1 k 1´ A

�1 k 1¦± dk.

� C ´�� p × n Ý
§K CD �1 k �

´ C �1 k �¦± dk.

ò In � (i, i) ���¤���"ê c ��� n

��
¡�1�aÐ�Ý
§P� Pi(c).

�¦ Pi(c) ��J´ò1 i 1¦ c �±Ù¦

1ØC"
m¦ Pi(c) ��J´ò1 i �¦ c �±Ù¦

�ØC"

12



� i 6= j. ò In �1 i �Ú1 j �é��¤�
� n ��
¡�1�aÐ�Ý
§P� Pij.

�¦ Pij ��J´ò1 i 1Ú1 j 1p�"
m¦ Pij ��J´ò1 i �Ú1 j �p�"

13



� i 6= j. ò In � (j, i) �� 0 �¤���"

ê c ���n ��
¡�1naÐ�Ý
§P

� Tij(c).

�¦ Tij(c) ��J´ò1 i 1¦ c �\\1 j

1"
m¦ Tij(c) ��J´ò1 j �¦ c �\\1 i

�"

14



�
�1�ªµ

� A ´���
§§�1�ªP� |A|, ��
P¤ det(A).

~~~1. �

V =


1 x1 x2

1 · · · xn−1
1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2

· · ·
1 xn x2

n · · · xn−1
n

 .

K |V | 6= 0 ��=� x1, . . . , xn üüØÓ"

½½½nnn1. � A, B ´ü� n ��
§K |AB| =

|A||B|.

y²33ò5"k5?ØA^"

15



1) �

V =


1 x1 x2

1 · · · xn−1
1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2

· · ·
1 xn x2

n · · · xn−1
n

 .

K

V ′V =


1

∑
i xi

∑
i x

2
i · · ·

∑
i x

n−1
i∑

i xi

∑
i x

2
i

∑
i x

3
i · · ·

∑
i x

n
i

· · ·∑
i x

n−1
i

∑
i x

n
i

∑
i x

n+1
i · · ·

∑
i x

2n−2
i

 .

�â½n§|V ′V | =
∏

i<j(xj − xi)
2.

ë�p.84: 5

16



2) (p.84:6) �

A =


a1 a2 · · · an

an a1 · · · an−1

· · ·
a2 a3 · · · a1

 .

� ε1, . . . , εn ´�Ü n gü �"-

B =


1 1 · · · 1

ε1 ε2 · · · εn

· · ·
εn−1
1 εn−1

2 · · · εn−1
n

 .

K AB � (i, j) ��´

a1ε
i−1
j + a2ε

i
j + · · · + an−i+1ε

n−1
j + an−i+2ε

n
j + · · ·

= εi−1
j (a1 + a2εj + · · · + anε

n−1).

P

f (x) = a1 + a2x + · · · + anx
n−1.

K AB � (i, j) ��´ εi−1
j f (εj). u´

|AB| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f (ε1) f (ε2) · · · f (εn)

ε1f (ε1) ε2f (ε2) · · · εnf (εn)

· · ·
εn−1
1 f (ε1) εn−1

2 f (ε2) · · · εn−1
n f (εn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
17



= f (ε1) · · · f (εn)|B|.
du ε1, . . . , εn üüØÓ§|B| 6= 0. Ïd|A| =

f (ε1) · · · f (εn).

18



3) �

A =


a1 a2 · · · an

−an a1 · · · an−1

· · ·
−a2 −a3 · · · a1

 .

^ −1 ��Ü n g�5��þK¥�ü �"

19



4) (p.100,23) �

C =

 1 + x1y1 1 + x1y2 1 + x1y3

1 + x2y1 1 + x2y2 1 + x2y3

1 + x3y1 1 + x3y2 1 + x3y3

 .

¦ |C|.
)µ-

A =

 1 x1 0

1 x2 0

1 x3 0

 ,

B =

 1 1 1

y1 y2 y3

0 0 0

 .

K AB = C. � |C| = |A||B| = 0. 2

20



5) �

C =


(a0 + b0)

n (a0 + b1)
n · · · (a0 + bn)n

(a1 + b0)
n (a1 + b1)

n · · · (a1 + bn)n

· · ·
(an + b0)

n (an + b1)
n · · · (an + bn)n

 .

¦ |C|.
5¿ C ´�� (n + 1)× (n + 1) Ý
"

21



)µ-

B =


bn
0 bn

1 · · · bn
n

bn−1
0 bn−1

1 · · · bn−1
n

· · ·
b0 b1 · · · bn

1 1 · · · 1

 .

K
|B| = (−1)

n(n+1)
2

∏
j>i

(bj − bi).

22



-

A =


C0

n C1
na0 C2

na
2
0 · · · Cn

nan
0

C0
n C1

na1 C2
na

2
1 · · · Cn

nan
1

· · ·
C0

n C1
nan C2

na
2
n · · · Cn

nan
n

 .

K

|A| =

n∏
i=0

C i
n

∏
i<j

(aj − ai).

 AB = C.

¤±

|C| = |A||B| = (−1)
n(n+1)

2

n∏
i=0

C i
n

∏
j>i

(bj−bi)(aj−ai).2

23



Ý
�©¬$�

1) �

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · ·
am1 am2 · · · amn

 ,

B =


b11 b12 · · · b1k

b21 b22 · · · b2k

· · ·
bn1 bn2 · · · bmk


K AB ´�� m× k Ý
"

� 1 ≤ p < n. -

A1 =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

· · ·
ap1 ap2 · · · apn

 ,

A2 =


ap+1,1 ap+1,2 · · · ap+1,n

ap+2,1 ap+2,2 · · · ap+2,n

· · ·
am,1 am,2 · · · amn

 .

24



K A �±�¤ (
A1

A2

)
.

A1B ´ p× k Ý
§Ù (i, j) ��´
n∑

s=1

aisbsj.(1 ≤ i ≤ p)

A2B ´ (n− p)× k Ý
§Ù (i− p, j) ��´
n∑

s=1

aisbsj.(p + 1 ≤ i ≤ m)

¤±

AB =

(
A1B

A2B

)
.

25



^êÆ8B{y²µ
ò A ©¤eZ¬

A =


A1

A2
...

Ad

 ,

K

AB =


A1B

A2B
...

AdB

 .

26



2) � 1 ≤ q < k. -

B1 =


b11 b12 · · · b1q

b21 b22 · · · b2q

· · ·
bm1 bm2 · · · bmq

 ,

B2 =


b1,q+1 b1,q+2 · · · b1,k

b2,q+1 b2,q+2 · · · b2,k

· · ·
bm,q+1 bm,q+2 · · · bmk

 .

K B �±�¤ (
B1 B2

)
.

AB1 ´ m× q Ý
§Ù (i, j) ��´
n∑

s=1

aisbsj.(1 ≤ j ≤ q)

AB2 ´ m× k − q Ý
§Ù (i, j − q) ��´
n∑

s=1

aisbsj.(q + 1 ≤ j ≤ k)

¤±

AB =
(

AB1 AB2

)
.

27



^êÆ8B{y²µ
ò B ©¤eZ¬

B =
(
B1 B2 · · · Bd

)
,

K
AB =

(
AB1 AB2 · · · ABd

)
.

AO§ AB �1 j �´ A � B �1 j ��¦
È"

28



3) � 1 ≤ q < n. -

A1 =


a11 a12 · · · a1q

a21 a22 · · · a2q

· · ·
am1 am2 · · · amq

 ,

A2 =


a1,q+1 a1,q+2 · · · a1,n

a2,q+1 a2,q+2 · · · a2,n

· · ·
am,q+1 am,q+2 · · · amn

 .

KA �±�¤ (A1A2).

-

B1 =


b11 b12 · · · b1k

b21 b22 · · · b2k

· · ·
bq1 bq2 · · · bqk

 ,

B2 =


bq+1,1 bq+1,2 · · · bq+1,k

bq+2,1 bq+2,2 · · · bq+2,k

· · ·
bn1 bn2 · · · bnk

 .

K B �±�¤ (
B1

B2

)
.

29



A1B1 Ú A2B2 Ñ´ m×k Ý
" A1B1 � (i, j)

��´
q∑

s=1

aisbsj.

A2B2 � (i, j) ��´
n∑

s=q+1

aisbsj.

¤± A1B1 + A2B2 � (i, j) ��´
n∑

s=1

aisbsj.

Ïd AB = A1B1 + A2B2.

30



(A1A2 · · ·Ap)


B1

B2
...

Bp

 = A1B1 +A2B2 + · · ·+ApBp,

�� Ai ��ê�u Bi �1ê"

31



4) �Ä���©¬Ý


A =


A11 A12 · · · A1s

A21 A22 · · · A2s

· · ·
Ar1 Ar2 · · · Ars

 ,

B =


B11 B12 · · · B1t

B21 B22 · · · B2t

· · ·
Bs1 Bs2 · · · Bst

 ,

Ù¥z�¬Aij ��êÚ Bjl �1ê�Ó§K

AB =


C11 C12 · · · C1t

C21 C22 · · · C2t

· · ·
Cr1 Cr2 · · · Crt

 ,

Ù¥

Cij =

s∑
k=1

AikBkj.

ù�úª�é¬ê^êÆ8B{y²"
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©¬�~�|Üµ
1¤©¬é�
¶
2¤©¬n�
¶
3¤2× 2 ©¬"
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~~~2.(
In A

0 In

) (
In B

0 In

)
=

(
In B

0 In

) (
In A

0 In

)
é?Û n ��
 A, B ¤á"

��íØ§?Û��/�(
In A

0 In

)
� 2n ��
´�
1naÐ�Ý
�¦È"
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½½½nnn2. |AB| = |A||B| é?Û n ��
 A, B ¤
á"

y²µ(
In −A

0 In

) (
0 A

−B In

)
=

(
AB 0

−B In

)
ü>�1�ª§¿ò(

In −A

0 In

)
�¤�
1naÐ�Ý
�¦È"
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n �Cþ n ��§��5�§|
a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn

.

P

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . .

an1 an2 · · · ann

 , x =


x1

x2
...

xn

 , b =


b1

b2
...

bn

 .

K�§|��¤

Ax = b.

� x ´�|)"

36



- Bk ´òü Ý
 In �1 k ��¤ x �
�Ý
"K |Bk| = xk. - Ck ´ò A �1 k ��
¤ b ��Ý
"K

ABk = Ck.

ü>�1�ª�

|A|xk = |Ck|.

ù�Ð´ Cramer {K"

37



~~~3.

|In + AB| = |In + BA|

(�p.99: 12)

38



��µ
p.93:3,6,7,8

p100: 17,25
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�
�_


� A ´�� n ��
"e�3�� n ��

 B ÷vBA = AB = In, K¡ A ´�_
£½
�É
¤§B ¡� A �_§P�A−1. Ø�_�
�
�ÛÉ
"

�¦ A−1 k¿Â§7L�y A−1 ���5"
� C ´÷v CA = AC = In �,�� n ��


§K

C = CIn = CAB = InB = B.

ùÒ�y
 A−1 ���5"

du |A||A−1| = 1, �_
�1�ªØ�u
""

Ø�_�
�~fµ(
a 0

0 0

)
,

(
a b

a b

)
.
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5�µ
1) e A �_K A−1 ��_§� (A−1)−1 = A.

2) e n ��
 A, B �_K AB ��_§
�(AB)−1 = B−1A−1.

3) e A �_, c 6= 0. K cA ��_§�

(cA)−1 =
1

c
A−1.

4) e A �_K A′ ��_§� (A′)−1 = (A−1)′.

5) e A �_K A ��_§� A
−1

= A−1.

6) naÐ�Ý
Ñ´�_
µ

P−1
ij = Pij.

Pi(c)
−1 = Pi(

1

c
).

Tij(c)
−1 = Tij(−c).

41



½½½nnn3. n ��
 A �_�¿©7�^�´ |A| 6=
0.

y²µ�Iy²¿©5"
P d = |A|. K d 6= 0. -

B =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

· · ·
A1n A2n · · · Ann

 ,

Ù¥Aij L« aij ��ê{fª§£ù�Ý
 B

�� A ���
§P� A∗¤"K AB � (i, j)

��´
n∑

k=1

aikAjk.

¤±

AB =


d 0 · · · 0

0 d · · · 0

· · ·
0 0 · · · d

 .

,��¡ BA � (i, j) ��´
n∑

k=1

Akiakj.
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¤±

BA =


d 0 · · · 0

0 d · · · 0

· · ·
0 0 · · · d

 .

Ïd

A−1 =
1

d
B.2
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~~~4. � ad− bc 6= 0, K(
a b

c d

)−1

=
1

ad− bc

(
d −b

−c a

)
.

44



~~~5. �

A =


A11 0 · · · 0

0 A22 · · · 0

· · ·
0 0 · · · Arr

 ,

Ù¥ Aii Ñ´�
"K A �_��=�z� Aii

�_"

A−1 =


A−1

11 0 · · · 0

0 A−1
22 · · · 0

· · ·
0 0 · · · A−1

rr

 .

45



XXX4. � A = A1 · · ·Ak, Ù¥ A, A1, . . . , Ak ´ n �
�
"KA �_��=� A1, . . . , Ak �´�_
�"

(A1 · · ·Ak)
−1 = A−1

k · · ·A−1
1 .

y²µA �_ ⇔ |A| 6= 0 ⇔ |A1 · · ·Ak| 6= 0 ⇔
|Ai| 6= 0 é¤k i ¤á⇔ A1, . . . , Ak ��_" 2

46



Ï~�úª (a + b)2 = a2 + 2ab + b2 ØUí2
��
�$�"

¯¢þ§

(A + B)2 = (A + B)(A + B)

= (A + B)A + (A + B)B

= A2 + BA + AB + B2.

� AB = BA �§K (A+B)2 = A2+2AB+B2.

d�é?Ûg,ê n, (A + B)n �U��ª½n
5Ðm"

��AO��/´ B = I. du IA = AI, '
u I Ú A �õ�ª�UÙ��úªO�"

47



~~~6. e A ´ n ��
÷v Ak = 0 K

(In − A)(In + A + A2 + · · · + Ak−1) = In.

(�p.61:7) l��§(In−A)−1 = In + A + A2 +

· · · + Ak−1. (�p.66:6)

48



��µ
p.83: 2,3,4

p.99: 8,9,10,11
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�F/Ý


~~~7. 
1 2 3 4 5

0 0 6 7 8

0 0 0 9 10

0 0 0 0 0


����F/Ý
�/G´

∗
∗
∗

∗

 .

5¿ 
1 2 3 4 5

0 0 6 7 8

0 0 9 10 8

0 0 0 0 0


Ø´�F/�"

�½"Ý
´�F/�"
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½½½nnn5. � A ´?¿�� m× n Ý
"K�3k
�õ� m �Ð�Ý
Q1, Q2, . . . , Qr ¦ Q1Q2 · · ·QrA

´�F/�"

y²µé A �1ê m ?18B"
XJ A = 0 K A ®²´�F/�
"¤±�

±� A 6= 0. b½ A �c k− 1 ��´0"Kke

¡ü«�/µ
1¤a1k 6= 0;

2) a1k = 0. d�§�3 P1j ¦ P1jA � (1, k) �
�Ø�u""

Ïd·���é1�«�/y²Ò�±
"
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ù��3k�õ�1naÐ�Ý
 Q1, . . . , Qs

¦

Qs · · ·Q1A =

(
T W

0 B

)
,

Ù¥ T = (0, . . . , 0, aik),  B ¹m− 1 1"
�â8Bb��3 (m−1) �Ð�Ý
 E1, . . . , Ek

¦ C = Ek · · ·E1B ´�F/�"u´(
1 0

0 Ek

)
· · ·

(
1 0

0 E1

)
Qs · · ·Q1A =

(
T W

0 C

)
.2
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~~~8. òÝ
  1 1 3 −1

0 0 1 3

2 2 7 0


z¤�F/Ý
"
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ÚÚÚnnn6. ?Û���_
�±�¤�
Ð��


�¦È"

y²µ� A ´�� n ��_
§K�3Ð�
Ý
 Q1, . . . , Qs ¦B = Qs · · ·Q1A ´þn��_

"

du B �é��þ���ÑØ�u"§�3
1naÐ�Ý
P1, . . . , Pk ¦ C = Pk · · ·P1B ´
é�
" C �±�¤eZ�1�aÐ�Ý

 D1, . . . , Dt �¦È"=

D1 · · ·Dt = Pk · · ·P1Qs · · ·Q1A.

u´

A = Q−1
1 · · ·Q−1

s P−1
1 · · ·P−1

k D1 · · ·Dt.2
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_
�O�

~~~9. ¦  1 2 3

0 1 2

1 3 4

−1

.
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Gauss ��{�n
�k

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

.

P

A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1 am2 · · · amn

 , x =


x1

x2
...

xn

 , b =


b1

b2
...

bm

 .

K�§|��¤

Ax = b.

�Ð�Ý
 Q1, . . . , Qk ¦ W = Qk · · ·Q1A ´
�F/�"K�§|�du�§|

Wx = Qk · · ·Q1b.

ù¢y
é��§|�z{"
±þ?Ø�8B�µ

(Ab) → · · · →︸ ︷︷ ︸
elemantary row transformations

(W, Qk · · ·Q1b).
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~~~10. 
x1 + 2x2 + 3x3 = 4

+ x2 + 2x3 = −2

x1 + 3x2 + 4x3 = 1
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�d'X

� S ´��8Ü"�±3 S �,
��m½
Â,«/'X0§e��a, b ∈ S äkù«'
X§P a → b.

~µ
1¤� S ´�+<§½Â a → b, XJ a ´ b

��f"
2¤� R ´�N¢ê§½Â a → b, XJ a ≤ b.

3¤� S ´E��Æ��NÆ)§a → b X

J a Ú b 3Ó���?p"
4¤� P ´²¡þ¤k�:�¤�8Ü§

- a → b XJ a Ú b ��:�ål�Ó"
5¤� Z ´�N�ê¤�¤�8Ü§p ´��

�½�g,ê§- a → b XJ a− b � p �Ø"
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½½½ÂÂÂ3. � → ´8Ü S ¥���'X"XJù
�'X÷ve¡^�µ
1. £g�5¤a → a éz� a ∈ S ¤á¶

2. £é¡5¤e a → b K b → a;

3. £D45¤e a → b, b → c K a → c.

K¡ù�'X´���d'X§Ï~P� ∼ .

þ¡Ê�~f¥���n�'X´�d'
X"
½½½ÂÂÂ4. �8Ü S ¥k���d'X"� A ´ S

���f8§÷v^�

1¤a ∼ b é?Û a, b ∈ A ¤á¶
2¤é?Û a ∈ A 9?Û b /∈ A, Ñk a 6∼ b.

K¡ A � S ¥����da"

3þ¡~3¥§�?´�da¶3~ 4) ¥±

�:��%��±´�da¶~ 5)¥��da
� (mod p) Ó{a"

N´wÑ§
1¤S �?Û����Ñ3,���da¥¶
2¤?Ûü�ØÓ��daÑØ��"

� B ´ S ���f8§÷ve¡^�µé?

Û a ∈ S, �3��� b ∈ B ¦ a ∼ b. K¡ B �

ù��d'X��L�8Ü"
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Ý
��-

éu�½��ég,ê m, n. P M(m, n) � m×
n Ý
�N¤�¤�8Ü"�A, B ∈ M(m,n).

e�3 m �Ð�Ý
P1, . . . , Pr Ú n �Ð�Ý

 Q1, . . . , Qs ¦

A = P1 · · ·PrBQ1 · · ·Qs,

K¡ A Ú B �-"
Ý
��-´�«�d'X"

ÚÚÚnnn7. A ∼ B ⇔ �3 m ��_
 P Ú n �
�_
 Q ¦ B = PAQ ⇔ �3 m ��_
 P

Ú n ��_
 Q ¦ PA = BQ.

½½½nnn8. 1) ?Û���"� A ∈ M(m, n) ÑÚ�

�©¬Ý
 (
Ir 0

0 0

)
�-¶

2) (
Ir 0

0 0

)
Ú (

Is 0

0 0

)
�-��=� r = s.
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y²µ1¤kÏLÐ�1C�ò A C¤�F/
Ý
�2ÏLÐ��C�C�¤I/ª"

2¤� r < s. b½(
Ir 0

0 0

)
Ú (

Is 0

0 0

)
�-"K�3 m ��_
 P Ú n ��_
 Q

¦

P

(
Ir 0

0 0

)
=

(
Is 0

0 0

)
Q.

ò (
Is 0

0 0

)
�¤ (

Ir 0

0 D

)
Ù¥ D ´��é�
§Ù�þ����´1"
ò P, Q ©¬

P =

(
P1 P2

P3 P4

)
, Q =

(
Q1 Q2

Q3 Q4

)
,
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Ù¥ P1, Q1 Ñ´ r ��
"K(
P1 P2

P3 P4

) (
Ir 0

0 0

)
=

(
Ir 0

0 D

) (
Q1 Q2

Q3 Q4

)
.

ddí� Q2 = 0, DQ4 = 0.

l DQ4 = 0 �� Q4 �1�1����""u
´ Q �c r + 1 1¥z1��� n− r ����

´""¤± |Q| = 0. ùÚ Q ´�_
gñ"2
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dþ¡½n��§3z��-�da¥�±

À���/� (
Ir 0

0 0

)
�Ý
��Ta��L�§¡��-IO/"
�ê r ¡�Ta��(rank)"?Û��Ý
Ñk
����(½��"

3 m×n Ý
8Ü M(m, n) ¥�k 1+min(m, n)

��-IO/"
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��µ
p.77: 2,3,4

p.83: 3

64



~K

~~~11. b½ A = (aij), B = (bij) ´ü� n ��

§ 0 ≤ r < n. �� i ≥ j � aij = 0. � i ≥ j −
r + 1 � bij = 0. PC = (cij) = AB. K� i ≥ j− r

� cij = 0.

y²µ� i ≥ j − r �

cij =

n∑
k=1

aikbkj

=

i∑
k=1

aikbkj +

n∑
k=i+1

aikbkj

=

i∑
k=1

0 · bkj +

n∑
k=i+1

aik · 02

~~~12. (p.91:5) � A ´ n �þn�
�ÙÌé�
�þ����´""¦yAn = 0.

y²µA^þK(J=�"
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~~~13. (p.91:7) ��Ñ´�ê�Ý
¡��ê

"e���ê
�1�ª�u ±1 KT�ê

¡���N�
"¦y�ê
 A ´��N�

��=�A k���ê_Ý
"

y²µ� A−1 �3� A−1 ´�êÝ
"d AA−1 =

I �|A||A−1| = 1. du |A| Ú |A−1| ´�ê§¤

± |A| = ±1.

��§� A ´N�
"K A �_§�

A−1 =
1

|A|


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

· · ·
A1n An2 · · · Ann

 .

ù´���êÝ
" 2
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~~~14. (p.91:9(1)) �_þn�
�_
�´þn

�
"

y{�µP

A =


a11 a12 · · · a1n

a22 · · · a2n

· · ·
ann

 .

K a11 6= 0, a22 6= 0, . . . , ann 6= 0.

éu i > j, {fª Mji E´þn���Ù (j, j)

��´0"ÏdA−1 ¥� (i, j) ��´0"ùL

² A−1 ´þn�
" 2
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y{�µP A−1 = (bij). bX A−1 Ø´þn�

§K�3r > s ¦ brs 6= 0 ¿� brj = 0 é¤

k j < s ¤á"UÝ
¦{�{K A−1A � (r, s)

��´

brsass + br,s+1as+1,s + · · · + brnan,s

= brsass + br,s+1 · 0 + · · · + brn · 0 6= 0.

ùÚ A−1A = I gñ"2
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y{nµé A ��ê n 8B"� n = 1 �(
Ø�,¤á§�(Øén − 1 ��
¤á"ò n

��_þn�
 A �¤©¬Ý


A =

(
a11 w

0 A1

)
,

Ù¥ w = (a12, . . . , a1n), A1 ´�� n − 1 �þ

n�
"du A �é��þ���Ø�u"§
�A1 ´�_�§d8Bb� A−1

1 ´þn�
"
���yþn�
(

a−1
11 −a−1

11 wA1

0 A−1
1

)
,

´ A �_"2
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~~~15. (p.91:10) � A ´ n ��
§A2 = A. ¦

y I − 2A ´�_
"

y²µ(I− 2A)2 = I− 4A+4A2 = I. Ïd (I−
2A)−1 = I − 2A. 2
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~~~16. (p.92:18) � A, B ´ n ��
§÷v AB =

BA. ¦y ∣∣∣∣ A −B

B A

∣∣∣∣ = |A2 + B2|.

y²µò1�1¦ i \\1�1§2ò1��

¦ −i \\1��=�" 2
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��µ
p.99: 10,11,12,13,24
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