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¡ k1α1 + k2α2 + · · ·+ knαn ��þ| α1, α2, · · · , αn ����5|Ü"
e�þ b ´ α1, α2, · · · , αn ��5|Ü§K¡ b �d α1, α2, · · · , αn�
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(

aij

)

s×r
´��“A”Ý
§Ù��5�'§�Ò´`§�3Ø��

"�ê k1, . . . , kr§¦� ∑
r
j=1 kj







a1j
...

asj






= 0§¤±

r

∑
j=1

kjαj =
r

∑
j=1

kj

s

∑
i=1

aijβi =
s

∑
i=1

r

∑
j=1

kjaijβi = 0¶

� α1, α2, · · · , αr �5Ã'gñ§¤± r ≤ s§Ón r ≥ s§u
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�þ�ê�k�ê n �§¡ V � n ��5�m§¿¡ V ��
ê dim V = n¶ÄK¡ V ���Ã���5�m"

½n (Ä*¿½n)

���5�m V þ�?��5Ã'��þ|Ñ�*¿� V þ��|Ä"
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�d S �5LÑ§K S ´ V ��|Ä"

y²µ � S �?�4�Ã'|§�� T =
{

αi1 , . . . , αir

}

§Kd
u V ¥�?��þþ�d S �5LÑ§
 S ¥�?��þþ�
d T �5LÑ§âD45§V ¥�?��þþ�d T �5LÑ§
d T �5Ã'§¤±´ V ��|Ä§¤± dim V = r§
� dim V = n§¤± r = n§�Ò´`§S = T" �

~

� Am×n§Pp×m ´ü�Ý
"e A ���5�'§K PA ����5
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1 �F/Ý
��

rank























0 · · · 0 a1 j1 ∗ ∗ a1 j2 ∗ ∗ a1 jr ∗ a1 n

0 · · · 0 0 · · · 0 a2 j2 ∗ ∗ a2 jr ∗ a2 n

· · · · · · · · · · · · 0 0 · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 · · · 0 ar jr ∗ ar n

0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0
... · · ·

...
...

. . .
...

0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0























= r =�"1ê¶
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2 � A!B Ó.§K r (A + B) ≤ r (A) + r (B)¶
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5 r

(

A ∗
0 B

)

≥ r (A) + r (B)¶r
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≥ r (A) + r (B)¶
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�I�þ!ÄC�ÚLÞÝ


� V �ê� K þ� n ��5�m§e1, e2, · · · , en ´§��|Ä"?
� α ∈ V§K α ���L«� e1, e2, · · · , en ��5|Ü§=�3��
��| ai ∈ K, (i = 1, 2, · · · , n)§¦�

α = a1e1 + a2e2 + · · ·+ anen§

½Â

¡ (a1, a2, · · · , an)
′
� α 3Ä e1, e2, · · · , en e��I�þ"

N´�y§3 V ��|�½Äe§ÏLÙ�I�þ§V ¥�þ
� Kn ¥�����éA"
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XJ f1, f2, · · · , fn ´,�|Ä§ù�














f1 = p11e1 + p21e2 + · · ·+ pn1en,

f2 = p12e1 + p22e2 + · · ·+ pn2en,

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
fn = p1ne1 + p2ne2 + · · ·+ pnnen.

òÙ/ªþP�

(f1, f2, · · · , fn) = (e1, e2, · · · , en)











p11 p12 · · · p1n

p21 p22 · · · p2n
...

...
. . .

...
pn1 pn2 · · · pnn











§

½Â

¡Ý
 P =
(

pij

)

n×n
´lÄ e1, e2, · · · , en �Ä f1, f2, · · · , fn �LÞÝ


"



p��ê E��ÆµÁ��

�5�m

�I�þ!ÄC�ÚLÞÝ


�I�þ!ÄC�ÚLÞÝ


e���þ v ∈ V§3 f1, f2, · · · , fn e��I�þ�











x1

x2

...
xn











§K

k v = ∑
n
k=1 xifi§¤±k

v =
n

∑
k=1

xkfk =

(

n

∑
k=1

p1kxk

)

e1 + · · ·+
(

n

∑
k=1

pnkxk

)

en

¤±

·K

�Ý
 P =
(

pij

)

n×n
´lÄ e1, e2, · · · , en �Ä f1, f2, · · · , fn �LÞÝ


§�þ v 3 f1, f2, · · · , fn e��I�þ� x§K v 3 e1, e2, · · · , en e

��I�þ� Px"

Px = 0 ⇐⇒ v = 0 ⇐⇒ x = 0§¤± P �_�
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�lÄ f1, f2, · · · , fn �Ä e1, e2, · · · , en �LÞÝ
�Q"�â½Â§Q�
1 j � Qj ´ ej 3Ä f1, f2, · · · , fn e��I�þ"�âc¡�·K§

·K

�Ý
 P =
(

pij

)

n×n
´lÄ e1, e2, · · · , en �Ä f1, f2, · · · , fn �LÞÝ
§�

þ v 3 f1, f2, · · · , fn e��I�þ� x§K v 3 e1, e2, · · · , en e��I�þ

� Px"

¤±§ej 3 e1, e2, · · · , en � PQj§u´l e1, e2, · · · , en � e1, e2, · · · , en �LÞ

Ý
�
(

PQ1 · · · PQn
)

= PQ¶

�,��¡§l e1, e2, · · · , en � e1, e2, · · · , en �LÞÝ
� In§·��

� PQ = In"
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�lÄ f1, f2, · · · , fn �Ä e1, e2, · · · , en �LÞÝ
�Q"�â½Â§Q�
1 j � Qj ´ ej 3Ä f1, f2, · · · , fn e��I�þ"�âc¡�·K§

·K

�Ý
 P =
(

pij

)

n×n
´lÄ e1, e2, · · · , en �Ä f1, f2, · · · , fn �LÞÝ
§�

þ v 3 f1, f2, · · · , fn e��I�þ� x§K v 3 e1, e2, · · · , en e��I�þ

� Px"

¤±§ej 3 e1, e2, · · · , en � PQj§u´l e1, e2, · · · , en � e1, e2, · · · , en �LÞ

Ý
�
(

PQ1 · · · PQn
)

= PQ¶

�,��¡§l e1, e2, · · · , en � e1, e2, · · · , en �LÞÝ
� In§·��

� PQ = In"

·K

�Ý
 P ´lÄ e1, e2, · · · , en �Ä f1, f2, · · · , fn �LÞÝ
§Kl
Ä f1, f2, · · · , fn �Ä e1, e2, · · · , en �LÞÝ
�P−1

"
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~��LÞÝ
µ

�k��þ�m Kn ¥�ü|Ä A1, . . . , An Ú B1, . . . , Bn§�l

Ä A1, . . . , An Ú B1, . . . , Bn �LÞÝ
� P§
K Bj 3 A1, . . . , An �I�þÒ´LÞÝ
 P �1 j � Pj§¤
± (A1, . . . , An)Pj = Bj§u´XJ

P (A1, . . . , An) = A!(B1, . . . , Bn) = B§Kk

(A1, . . . , An)P = B§=AP = B§½`§P = A−1B"
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~��LÞÝ
µ

�k��þ�m Kn ¥�ü|Ä A1, . . . , An Ú B1, . . . , Bn§�l

Ä A1, . . . , An Ú B1, . . . , Bn �LÞÝ
� P§
K Bj 3 A1, . . . , An �I�þÒ´LÞÝ
 P �1 j � Pj§¤
± (A1, . . . , An)Pj = Bj§u´XJ

P (A1, . . . , An) = A!(B1, . . . , Bn) = B§Kk

(A1, . . . , An)P = B§=AP = B§½`§P = A−1B"

é1�þ�m Kn ¥�ü|Ä α1, . . . , αn Ú β1, . . . , βn§ÙLÞÝ


�
(

α′1, . . . , α′n
)−1 (

β′
1, . . . , β′

n

)

§½`§XJ

P A =







α1

...
αn






§B =







β1
...

βn






§KLÞÝ


� (A′)−1
B′ =

(

BA−1
)′
"
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·K

� V ´ K þ��5�m§∅ 6= U ⊆ V§K U ´ V ��5f�m��
=�eãü�^�¤áµ
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1 U 'u V �~{µ4¶
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Ù¥ y0 � Ax = b ����½)§ξ1, . . . , ξn−r � Ax = 0 ���Ä:)

X"



p��ê E��ÆµÁ��

�5�m

�5�§|

�àgÚàg��§|�±�3�åÚ�¦)—��{µé�§| Ax = b§
òO2Ý
 (A : b) ²LÐ�1C�z��{�F/



























0 · · · 0 1 c1 j1+1 · · · 0 c1 j2+1 · · · 0 c1 jr+1 · · · c1 n d1

0 · · · 0 0 · · · 0 1 c2 j2+1 · · · 0 c2 jr+1 · · · c2 n d2

· · · · · · · · · · · · 0 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 · · · 0 1 cr jr+1 · · · cr n dr

0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0 0 dr+1

... · · ·
...

...
. . .

...
...

0

...
0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0 0 0



























1 XJ dr+1 6= 0§K r (A : b) 6= r (A)§d��§|Ã)¶

��rO2Ý
z¤�F/§æ^�){££�{¤—l�����§)å§
rÌ�¤3�éA�CþL«¤Ù§Cþ�'Xª!¿ò���(J�g�\

�c���§§���n¤��� x ¤A)�Ä:)X�|Ü/ª"
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�5�§|

�àgÚàg��§|�±�3�åÚ�¦)—��{µé�§| Ax = b§
òO2Ý
 (A : b) ²LÐ�1C�z��{�F/



























0 · · · 0 1 c1 j1+1 · · · 0 c1 j2+1 · · · 0 c1 jr+1 · · · c1 n d1

0 · · · 0 0 · · · 0 1 c2 j2+1 · · · 0 c2 jr+1 · · · c2 n d2

· · · · · · · · · · · · 0 0 · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 · · · 0 · · · 0 1 cr jr+1 · · · cr n dr

0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0 0 dr+1

... · · ·
...

...
. . .

...
...

0

...
0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0 0 0



























1 XJ dr+1 6= 0§K r (A : b) 6= r (A)§d��§|Ã)¶

2 XJ dr+1 = 0§K r (A : b) = r (A)§d��§|k)§
r xj1!xj2!. . . xjr �¤Ù¦ xj �L�ª§�\ x �n=���Ï)¶d

�e r = n§KÃgdXê§)��§ÄKkgdXê§)kÃ¡õ�"

��rO2Ý
z¤�F/§æ^�){££�{¤—l�����§)å§
rÌ�¤3�éA�CþL«¤Ù§Cþ�'Xª!¿ò���(J�g�\

�c���§§���n¤��� x ¤A)�Ä:)X�|Ü/ª"
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�5�m

�5�§|

�àgÚàg��§|�±�3�åÚ�¦)"e¡´�
~fµ

~






x1 + 2x2 − x3 + 3x4 + x5 = 2

2x1 + 4x2 − 2x3 + 6x4 + 3x5 = 6

−x1 − 2x2 + x3 − x4 + 3x5 = 4

§ÙO2Ý


�





1 2 −1 3 1 2

2 4 −2 6 3 6

−1 −2 1 −1 3 4



⇒





1 2 −1 3 1 2

0 0 0 0 1 2

0 0 0 2 4 6





⇒





1 2 −1 3 1 2

0 0 0 2 4 6

0 0 0 0 1 2



⇒





1 2 −1 3 0 0

0 0 0 2 0 −2

0 0 0 0 1 2





⇒





1 2 −1 0 0 3

0 0 0 1 0 −1

0 0 0 0 1 2



§¤± (x1, x2, x3, x4, x5)
′

= (3 − 2x2 + x3, x2, x3,−1, 2)′ = (3, 0, 0,−1, 2)′ + x2 (−2, 1, 0, 0, 0)′

+ x3 (1, 0, 1, 0, 0)′"
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~

®� α1 = (2, 1, 4,−2)′§α2 = (5,−1, 3, 3)′ Ú α3 = (1, 0, 1, 0)′ ´�§

|















2x1 − 9x2 − cx3 + bx4 = 1

x1 − 11x2 + ax3 + bx4 = 1

5x1 − 29x2 − 2x3 − 15x4 = 3

4x1 − 31x2 − x3 − 15x4 = 3

�n�)§
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�5�m
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~

®� α1 = (2, 1, 4,−2)′§α2 = (5,−1, 3, 3)′ Ú α3 = (1, 0, 1, 0)′ ´�§

|















2x1 − 9x2 − cx3 + bx4 = 1

x1 − 11x2 + ax3 + bx4 = 1

5x1 − 29x2 − 2x3 − 15x4 = 3

4x1 − 31x2 − x3 − 15x4 = 3

�n�)§

1 y²µ�§|XêÝ
��� 2;
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®� α1 = (2, 1, 4,−2)′§α2 = (5,−1, 3, 3)′ Ú α3 = (1, 0, 1, 0)′ ´�§

|















2x1 − 9x2 − cx3 + bx4 = 1

x1 − 11x2 + ax3 + bx4 = 1

5x1 − 29x2 − 2x3 − 15x4 = 3

4x1 − 31x2 − x3 − 15x4 = 3

�n�)§

1 y²µ�§|XêÝ
��� 2;

2 ¦Ñëê a§b§c ��§¿¦)�§|"
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®� α1 = (2, 1, 4,−2)′§α2 = (5,−1, 3, 3)′ Ú α3 = (1, 0, 1, 0)′ ´�§

|















2x1 − 9x2 − cx3 + bx4 = 1

x1 − 11x2 + ax3 + bx4 = 1

5x1 − 29x2 − 2x3 − 15x4 = 3

4x1 − 31x2 − x3 − 15x4 = 3

�n�)§

1 y²µ�§|XêÝ
��� 2;

2 ¦Ñëê a§b§c ��§¿¦)�§|"

)µ

1 N´wÑ§�§|1 3!4 ��§���êXêØ¤'~§¤±X
êÝ
��A�u½�u 2¶Ó�d

u α3 − α1 = (−1,−1,−3, 2)′§α2 − α1 = (3,−2,−1, 5)′ ´�Aà
g�§|�)§��Ø¤'~§¤±àg�§|�Ä:)X¥�
�kü��5Ã'�)§u´XêÝ
���u½�
u 4 − 2 = 2§��U´ 2¶

�
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®� α1 = (2, 1, 4,−2)′§α2 = (5,−1, 3, 3)′ Ú α3 = (1, 0, 1, 0)′ ´�§

|















2x1 − 9x2 − cx3 + bx4 = 1

x1 − 11x2 + ax3 + bx4 = 1

5x1 − 29x2 − 2x3 − 15x4 = 3

4x1 − 31x2 − x3 − 15x4 = 3

�n�)§

1 y²µ�§|XêÝ
��� 2;

2 ¦Ñëê a§b§c ��§¿¦)�§|"

)µ

1 N´wÑ§�§|1 3!4 ��§���êXêØ¤'~§¤±X
êÝ
��A�u½�u 2¶Ó�d

u α3 − α1 = (−1,−1,−3, 2)′§α2 − α1 = (3,−2,−1, 5)′ ´�Aà
g�§|�)§��Ø¤'~§¤±àg�§|�Ä:)X¥�
�kü��5Ã'�)§u´XêÝ
���u½�
u 4 − 2 = 2§��U´ 2¶

2 dXêÝ
��� 2§
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